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3.21 Man berechne, falls existent, die folgenden uneigentlichen Integrale.

2 o0
a) / e* dux b) /xQ e *" dxz wobei a > 0
o 0
00lnac 00lnac
1 1

¢) 0/\/% f) 0/00(1 ~ tanhz)da

oo

3.22 Fiir welche Werte A € R existiert das uneigentliche Integral / e M de?
0

3.23 Man zeige durch eine grobe Abschitzung die Existenz des uneigentlichen
e}

8d
Integrals / 4—36 und berechne seinen Wert.
z*+4
0

Hinweis: Die Berechnung erfordert eine Partialbruchzerlegung und ist mit
etwas Aufwand verbunden.

3.5 Anwendungen der Integralrechnung

Die grofle Bedeutung der Integralrechnung resultiert aus dem engen Bezug zu Be-
griffen aus den Naturwissenschaften und der Technik. Hier soll eine Auswahl von
konkreten und verschiedenartigen Anwendungen vorgestellt werden, aus denen die
Breite der Anwendbarkeit der Integralrechung in der Praxis deutlich wird. Die
Ubertragung auf technische Problemstellungen fordert die Anschaulichkeit und das
Verstidndnis des wesentlichen Kerns des Integralbegriffs.

Die urspriingliche Aufgabe der Bestimmung des Flicheninhalts eines ebenen Be-
reichs war schon eine Anwendung der Integralrechnung. Eine Erweiterung dieser
Aufgabe soll im folgenden behandelt werden.

3.5.1 Fliacheninhalt eines Bereichs zwischen zwei Kurven

Sei B ein ebener Bereich, welcher im Streifen a < = < b der (z,y)-Ebene nach
unten durch y = f,(z) und nach oben durch y = f,(z) berandet wird (Bild 3.11).
Der Fliacheninhalt von B kann als Differenz der Flicheninhalte derjenigen beiden
Bereiche aufgefafit werden, die von der z-Achse und f,(z) bzw. f,(z) eingeschlossen
werden, also

b b
/fo(I)dx—/fu(x)dx.
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Wegen der allgemeinen Eigenschaften des bestimmten Integrals kann diese Differenz
auch als Integral {iber die Differenz der Integranden formuliert werden:

b
1B| = / (fol) — fula)} da. (3.41)

Dieses Ergebnis ist auch dann richtig, wenn die untere Berandung oder beide Be-
randungen ganz oder teilweise in der Halbebene y < 0, d. h. unterhalb der z-Achse
verlaufen. Es ist jedoch sicherzustellen, dafl im gesamten Intervall [a,b] die Beran-
dungsfunktionen die Beziehung f,(z) < f,(x) erfiillen. Andernfalls mufl das Inte-
grationsintervall in Teilintervalle zerlegt werden, die durch die Schnittpunkte von
fu und f, bestimmt werden. Anschliefend bildet man die Summe der Betrige der
Integrale iiber diese Teilintervalle und erhélt den gesuchten Fliacheninhalt zwischen
fu und f, iiber [a, b].

y

y y:_fo(x)— y=0,5x+1

|

/ X
1 \v/ /\/05)(2—2
a |y=flx) b ¥ e

Bild 3.11 Bereich zwischen zwei Kurven Bild 3.12 Von zwei Kurven eingeschlossener

Bereich
BEISPIELE

3.28 Es wird der Flidcheninhalt des von den Funktionen y = 0,5z + 1 und
y = 0,522 — 2 eingeschlossenen Bereichs berechnet. Zuniichst interessieren
die Schnittpunkte der beiden Funktionskurven. Die Gleichsetzung
0,50 +1=0,52%—2
ergibt eine quadratische Gleichung mit den Losungen x1 = —2 und z2 = 3.
Eine Skizze zeigt, dafl die Gerade y = 0,5z + 1 die obere Berandung und die
Parabel y = 0, 522 — 2 die untere Berandung des eingeschlossenen Bereichs
darstellen (Bild 3.12).

Der gesuchte Flacheninhalt kann daher mit
3 3
/{(0,5x+ 1) - (0,52° — 2)} do = /(4),5m2 + 0,5z + 3)dx
)

-2

1, 1 ?
= [——x‘3 + —a? + 3z

6" 4 ,
27 9 8
= 42 49-2-1+6
6 it T
125

— ~ 10,416667
12 ’

berechnet werden. [ |
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3.29

3.5.2

Es soll die von der Kurve y? = 2% — 2? eingeschlossene Fliche berechnet

werden. Zunéchst sollte man eine grobe Vorstellung des eingeschlossenen
Bereichs entwickeln. Aus y? = 22 —2* = 22(1 —2?) kann durch Wurzelziehen
auf

y=sxv/1-22, —-1Zz<1

geschlossen werden. Eine Skizze hilft, die Symmetrie des eingeschlossenen
Bereichs zu erkennen (Bild 3.13). Es geniigt, den Flécheninhalt des im ersten
Quadranten gelegenen Teilbereichs zu berechnen und zu vervierfachen.

1
1
1 4
4/x\/1—x2dx:4[—§ (1—2%) ] =3
0
0
Dieses Resultat erhélt man auch mit (3.41), wobei man fo(z) = 24/1 — 22

und fy(x) = —zv/1 — 22 nur fiir 0 £ z < 1 setzen darf, fiir —1 < 2 < 0 mufl
umgekehrt zugeordnet werden.

Njw

y

Bild 3.13 Von y? = 2? — z* eingeschlossener Bereich |

Die Bogenlinge einer Funktionskurve

Eine weitere Anwendung der Integralrechnung in der Geometrie ist die Ermittlung
der Lénge s einer Funktionskurve y = f(z) tiber einem Intervall [a,b] (Bild 3.14).
Dabei wird die Funktion f(z) als stetig differenzierbar vorausgesetzt. Man kann
die Kurve in Stiicke zerlegen und die Linge jedes Teils PQ abschitzen durch die
Lange ds = PQ’ des zugehorigen Stiicks der Tangente an die Funktionskurve im
Punkt P (Bild 3.14).

o]

//
(o
p L=

dx

b X

Bild 3.14 Zur Bogenlénge einer Funktionskurve
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Nach Pythagoras gilt

[ 2
ds:\/WZ\/dﬁ(l—i—j—ay;):dx 1+<%)
= day1+{f(2)}*

fiir die Lange eines Tangentenstiicks. Die Gesamtlinge s der Funktionskurve ist
die Summe der Léngen der Kurvenstiicke und damit ndherungsweise die Summe
der Liangen ds der einzelnen Tangentenstiicke. Diese Ndherung wird offensichtlich
verbessert, wenn die Zerlegung der Kurve verfeinert wird, d. h. wenn eine grofiere
Anzahl n von kleineren Kurventeilen genommen wird. Der GrenzprozeB n — oo
fiihrt auf das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe.

s:nli_)néoi ds = /b ds=/b\/1—|-{f’($)}2dx. (3.42)
i=1 a a

BEISPIEL

3.30 Es soll die Liange der Funktionskurve y = coshz iiber dem Intervall [—1, 1]
berechnet werden. Es gilt

1 1
s:/ 1+{(coshx)’}2dx:/\/1+(sinhx)2dx
—1 -1

und wegen cosh? z — sinh? 2 = 1 kann die Bogenlinge zu
1

s= /coshxdx = [sinha:]l_1 = 2sinh(1) ~ 2,3504
1
ermittelt werden. [ ]

3.5.3 Volumen und Mantelfliche von Rotationskérpern

Gegeben sei im Intervall [a, b] eine positive Funktion y = f(x). Bei einer Rotation
dieser Funktionskurve um die z-Achse entsteht eine Fliche, die man als Mantel
eines Rotationskorpers auffassen kann. Die Ebenen x = ¢ und x = b bilden die
Berandung in der z-Richtung. Schneidet man diesen Rotationskérper in Scheiben
der Dicke dz, so stellt jede Scheibe niherungsweise einen Kreiszylinder mit Radius
y und Hohe dz dar. Das Volumen einer Scheibe ist dann

dV =y dax
und das Volumen des Rotationskorpers ist ndherungsweise die Summe dieser
Zylindervolumina. Ein Grenzproze83, bei dem die Anzahl der Scheiben gegen oo

strebt und die Scheibendicken gegen 0 gehen, fithrt auf das bestimmte Integral
b b

Ver [Pde=r [ (1) dz (3.43)

a

als Volumen des Rotationskorpers.
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Zur Berechnung der Mantelfliche wird dieselbe Zerlegung in Scheiben der Dicke
dz betrachtet. Die Mantelfléiche einer Scheibe ist

dM =27y - ds

wobei ds = dz\/1+ {f/(x)}* niherungsweise die Bogenliinge des Scheibenrands
in der (z,y)-Ebene bedeutet (siehe (3.42)). Der gleiche Grenzprozef liefert dann

—27r/f 1+ {f(z)}* da (3.44)

als Mantelfliche des Rotationskorpers.

BEISPIEL

3.31 Durch Rotation der Funktion y = 2% + 1 iiber dem Intervall [—1, 1] entsteht
ein Korper, dessen Volumen und Mantelfliche berechnet werden soll. Bei
Beachtung der Symmetrie zu = 0 erhélt man

1

1
1
1 2
V=277/(x2+1)2dx=277/($4—|—2$2—|—1)dx:271' [gx‘%—l—gx?’—i—x}
0

J 0

1 2 56

=2r|l-+-+1)=7—~=11,72
7r<5+3+ ) ™5 729

und

1 1
M:47r/(x2+1)\/1+4x2dx:87r/a: +1) \/ + 2% du.

0 0

Die Standardsubstitution

1 1
u = arsinh 2z = x = 3 sinhu, doz = 3 coshudu

ergibt
arsinh 2
1 1 1 1
M= 87 / (Zsinh2u+1> Z+Zsinh2u§coshudu
arsinh 2
1
=27 / (Z sinh? u + 1) cosh? udu
arsinh 2
™ ) 2
=5 / (sinh® u + 4) cosh” u du.
0
Partielle Integration mit Riickwurf fithrt analog Beispiel 3.9 auf die Zwischen-
resultate

1
/ cosh? udu = 3 (u 4 sinh u cosh u)
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und

1 . 1
/ sinh? v cosh? udu= 1 sinh u cosh® u — 1 /cosh2 udu

1 1
=1 sinh u cosh® u — 3 (u + sinh u cosh ).

Durch die Riicksubstitution
sinhu = 2z, coshu = V1 +sinh?u = V1 + 422

gelangt man schliefllich zum Ergebnis

r arsinh 2
1 1
M= g 1 sinh u cosh® u — g(u + sinh w cosh u) +2(u 4 sinh u cosh u)]
L 0
-1 15 15 arsinh 2
S sinh u cosh® u + —u + — sinh u cosh u
2 14 8 8 o
(1 315 . 15 !
= 5% (\/1 +4a:2> + garsmh2x+ Z:E\/l + 422
0

R NN

5 15 15
(5\/5“‘ g arsinh 2 + Z\/g)

2 1
=7 (gx/g—l- 1—2 arsinh 2) ~ 26, 204.

Wie man an diesem Beispiel sieht, kann die Auswertung des Mantelflichen-
integrals einen grofleren Aufwand mit sich bringen, auch wenn die rotierte
Funktion recht elementar aussieht. |

3.5.4 Integration der Bewegungsgleichung

Die Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes oder eines Korpers, dessen
Masse m man im Schwerpunkt vereinigt denkt, bedeutet die Angabe seines Ortes
s als Funktion der Zeit ¢. Die erste Ableitung dieser Funktion ist seine Geschwin-
digkeit v, die zweite Ableitung seine Beschleunigung a.

s(t) Ort (Bahn) des Massenpunkts
v(t) = 5(t) Geschwindigkeit des Massenpunkts
a(t) =0(t) = 5(t) Beschleunigung des Massenpunkts

Wirkt auf den Korper mit Masse m die Kraft F(t), so unterliegt er gemifl der
Newtonschen Bewegungsgleichung F' = ma der Beschleunigung

F(t)
Seine Geschwindigkeit v(t) ist dann eine Stammfunktion dieser Beschleunigung und
sein Ort s(¢) ist eine Stammfunktion der Geschwindigkeit. Bei bekannter Kraft auf
den Korper kann also mit Hilfe zweier unbestimmter Integrationen auf seine Bahn
geschlossen werden.

v(t):/a(t)dt, s(t):/v(t)dt (3.45)
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Da bei jeder unbestimmten Integration eine freie Konstante entsteht, ist dieses Er-
gebnis noch nicht eindeutig. Die anschauliche Bedeutung der Integrationskonstan-
ten wird aber deutlich, wenn die untere Integrationsgrenze konkretisiert wird. Es
ist iiblich und keine Einschrédnkung, die untere Integrationsgrenze zu 0 zu wéhlen.
Aus p

u(t) = /(Z(T) dr + Cy
0
erkennt man durch Einsetzen von ¢ = 0, dafi C; = v(0) gelten mufl. Analog folgt
aus

s(t) = [ v(r)dr + Cs
/

die Bedeutung Cy = s(0). Wenn man davon ausgeht, dafl die Bewegung des Korpers
im Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt, bedeuten die Integrationskonstanten also die Startge-
schwindigkeit und den Startort. Diese beiden Daten sind zur eindeutigen Bestim-
mung der Bahn des Kérpers offensichtlich erforderlich.

t t

o(t) = /CL(T)dT—l—’U(O), s(t) = /v(r)dr—l—s(O) (3.46)
0 0
Bemerkung: Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kraft sind eigentlich vek-
torielle Groflen. Die hier verwendeten Operationen wie Ableitung und Integration
beziiglich der Zeit wirken jeweils auf alle Komponenten. Wegen der iibersichtliche-
ren Darstellung wird hier und in den Beispielen nur eine Komponente betrachtet.
Dies entspricht einer eindimensionalen Bewegung.

BEISPIELE

3.32 Freier Fall. Auf den Korper mit der Masse m wirke eine konstante Kraft F.
Am Anfang t = 0 des betrachteten Bewegungsvorgangs soll sich der Kérper
am Ort sg befinden und die Geschwindigkeit vy besitzen. Dann ist

t

¢
F F
v(t):/a(r)dT—i-v(O):/Edr—i—vozEt—i—vo
0 0
t

t
F F
s(t) = /’U(T) d7r+s(0) = / <ET + vo) dr+s9 = %ﬁ + vot + 5o
0 0

Wenn die konstante Kraft F' speziell die Gewichtskraft G ist, bedeutet die
beschriebene Bewegung den sogenannten freien Fall. Wegen G = mg, worin
g die Erdbeschleunigung bedeutet, lautet die Bahn des freien Falls

s(t) = gt2+’uot+so. n

3.33 Anfahrvorgang eines Fahrzeugs. Die Kraft sei F(t) = ﬁ(lf e’%>,

F= const, die Startgeschwindigkeit des Fahrzeugs sei 0, der zuriickgeleg-
te Weg wird gegen den Startort gemessen, d. h. vg = 0 und sy = 0. Offenbar
ist F(0) = 0 und der zeitliche Verlauf der Kraft entspricht einer allméhlich
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wachsenden Beschleunigung des Fahrzeugs. Die Konstante F bedeutet den
Grenzwert der Kraft fiir grofe Zeiten. Die Tangente an den Kraftverlauf in
t = 0 schneidet die Asymptote F' in ¢t = T, zum Zeitpunkt ¢ = 37" hat die
Kraft 95 % ihres asymptotischen Endwerts F erreicht. Ein grofier Wert der
Konstanten T bedeutet demnach, dafl die Kraft nur langsam gesteigert wird,
beim Kraftfahrzeug wiirde man von einem sanften Einkuppeln sprechen. Die
Geschwindigkeit des Fahrzeugs ist wegen vy = 0
t t
F _z
v(t)= [a(r)dr= [ —(1—e T)dr
m
0 0
F . F :
=— [T—i—Te*ﬂé = — (t—l—Te*T —T)
m m
und der zuriickgelegte Weg betriagt mit so = 0
t t o~
F _z
sit)= [v(r)dr= [ = (r+Te T -T)dr
m
0 0
F[1 . YR (1 .
== |z —T?e T -T7| =— (zt?—T?e T —Tt+T?
m |2 o M \2
F , FT _FT? _
= —t 7—t+—(1—e T).
2m m
Der erste Term dieses Resultats erinnert an das Beispiel der konstanten Kraft
(freier Fall). [ |
3.34 FEine Fahrt mit dem Zug. Durch eine konstante Kraft iiber einen Zeitraum

von 12 Minuten wird ein Zug aus dem Stand auf eine Geschwindigkeit von
100 Kilometern pro Stunde beschleunigt. Diese Geschwindigkeit behélt er ei-
ne Stunde lang bei und bremst dann innerhalb von 6 Minuten mit konstanter
Kraft zum Stillstand. Es soll die Anzeige eines Kilometerzihlers im zeitli-
chen Verlauf bestimmt werden, wenn bei Fahrtbeginn 0 Kilometer angezeigt
werden.

Eine konstante Beschleunigung bedeutet einen linearen Anstieg der Ge-
schwindigkeit wie der freie Fall zeigt. Ein Sprung in der Geschwindigkeit
ist nicht moglich, er wiirde eine unendliche Beschleunigung bedeuten. We-
gen der Stetigkeit der Geschwindigkeit muf} ihr zeitlicher Verlauf wie folgt
aussehen.

km
500 73 - . 0h<t<0,2h
K
100 -2 0,2h<t<1,2h
a h
v(t) = km km
21000 -2 4 41300 2 1,2h<t<1,3h
12 h
k
0 -2 1,3h <t

h )
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3.5.5

Die Konstanten ergeben sich aus der erwidhnten Bedingung der Stetigkeit,
d. h., die einzelnen Abschnitte miissen stetig aneinander anschlieflen. Die
Anzeige des Kilometerzihlers lautet dann

K
9250 — 42, 0h<t<0,2h
h2
K
100 =2 .4~ 10 km, 0,2h<t<1,2h
s(t) = h

K K
—500h—1;1-t2+1300Tm-t—730km, 1,20 <t<1,3h

115 km, 1,3h ¢

Auch hier wurden die Konstanten so bestimmt, dafl die Stetigkeit gesichert
wird. Als Stammfunktion einer stetigen Funktion ist s(¢) sogar stetig diffe-
renzierbar. Dies ist in Bild 3.15 gut zu erkennen. Wihrend v(¢) Knickstellen

aufweist zeigt die Stammfunktion s(t) einen glatten Verlauf, so daf§ iiberall
eine eindeutige Tangente existiert.

v() s(1)
km km
h 120
100 100
002~ 12141 02 1214t
h h

Bild 3.15 Geschwindigkeit und zuriickgelegter Weg des Zuges

Dieses Beispiel zeigt, dafl auch unbestimmte Integrale einen direkten Praxis-
bezug haben koénnen. Ein Kilometerzéihler kann als Integrator eines Tacho-
meters angesehen werden, eine Wasseruhr kann als Integrator eines Durch-
fluBmessers verstanden werden, etc. |

Mittelwerte

Mit Hilfe von Integralen konnen Mittelwerte von Funktionen gebildet werden. Man
unterscheidet dabei u. a. lineare und quadratische Mittelwerte.

Der lineare Mittelwert der Funktion y = f(z) auf dem Intervall [a, ] ist

b
|
Ylinear = b—a /f(l‘)dl‘ (347)

Man kann den linearen Mittelwert als diejenige konstante Funktion auffassen, die
mit der z-Achse im Intervall [a,b] die gleiche Fléche einschlieBt wie die Funktion

y = f(z).



