HANSER

THEORETISCHE

Leseprobe
Dirk W. Hoffmann
Theoretische Informatik

ISBN: 978-3-446-41511-9

Weitere Informationen oder Bestellungen unter
http://www.hanser.de/978-3-446-41511-9

sowie im Buchhandel.

© Carl Hanser Verlag, Mnchen


http://www.hanser.de/978-3-446-41511-9

die Cantor’sche Definition der Menge ergriinden,

die grundlegenden Eigenschaften von Relationen und Funktionen kennen lernen,
die natiirlichen, rationalen und reellen Zahlen untersuchen,

den systematischen Umgang mit der Unendlichkeit erlernen,

induktive Definitionen und Beweise verstehen.
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2 Mathematische Grundlagen

Georg Cantor (1845 — 1918)

Abbildung 2.1: Der deutsche Mathemati-
ker Georg Cantor wurde am 3. Mérz 1845
in Sankt Petersburg geboren. Nach seiner
Ausbildung in Ziirich, Géttingen und Ber-
lin folgte er einem Ruf an die Universitit
Halle, an der er iiber 40 Jahre lang lehrte
und forschte. Cantor gehort zu den bedeu-
tendsten Mathematikern des spiten neun-
zehnten und frithen zwanzigsten Jahrhun-
derts. Er gilt als der Begriinder der Men-
genlehre und legte mit dem Begriff der Kar-
dinalitdt den Grundstein fiir den Umgang
mit der Unendlichkeit. Der Begriff der Ab-
zdhlbarkeit geht genauso auf Cantor zuriick
wie die Diagonalisierungsmethode, mit de-
ren Hilfe sich viele Erkenntnisse der theo-
retischen Informatik auf anschauliche Wei-
se erkldren lassen. Im Alter von 39 Jahren
erkrankt Cantor an manischer Depression —
ein Leiden, das ihn bis zu seinem Lebensen-
de begleiten sollte. Kurz nach seinem sieb-
zigsten Geburtstag wird er nach einem er-
neuten Krankheitsausbruch in die Univer-
sitdtsklinik Halle eingewiesen. Dort stirbt
Georg Cantor am 6. Januar 1918 im Alter
von 72 Jahren.

Wir beginnen unseren Streifzug durch die Grundlagen der Mathema-
tik mit einem Abstecher in das Gebiet der Mengenlehre. Fiir jeden von
uns besitzt der Begriff der Menge eine intuitive Interpretation, die nicht
zuletzt durch unser Alltagsleben geprigt ist. So fassen wir die 22 Ak-
teure auf dem FufBlballplatz wie selbstverstiandlich zu zwei Elfergruppen
zusammen und wissen auch in anderen Lebenslagen Apfel von Birnen
zu unterscheiden. Die Zusammenfassung einer beliebigen Anzahl von
Dingen bezeichnen wir als Menge und jedes darin enthaltene Objekt als
Element.

&

,unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt wer-
den) zu einem Ganzen.* (Georg Cantor)

Dies ist der Originalwortlaut, mit dem der deutsche Mathematiker Ge-
org Cantor (Abbildung 2.1) im Jahre 1885 den Mengenbegriff formu-
lierte [13]. Die hierauf begriindete mathematische Theorie wird als Can-
tor’sche Mengenlehre bezeichnet. Ebenfalls tiblich sind die Begriffe der
anschaulichen, intuitiven oder naiven Mengenlehre, um sie von den spi-
ter entwickelten, streng axiomatisch definierten Mengenbegriffen abzu-
grenzen.

Wir schreiben a € M, um auszudriicken, dass a ein Element von M ist.
Entsprechend driickt die Notation a ¢ M aus, dass a nicht zu M ge-
hort. Die abkiirzende Schreibweise a,b € M bzw. a,b ¢ M besagt, dass
sowohl a als auch b Elemente von M sind bzw. beide nicht zu M ge-
horen. Zwei Mengen M; und M, gelten als gleich (M| = M;), wenn
sie exakt dieselben Elemente enthalten. Im Umkehrschluss existiert fiir
zwei ungleiche Mengen M| und M, stets ein Element in M| oder M5,
das nicht in der anderen Menge enthalten ist. Wir schreiben in diesem
Fall M| # M,. Offensichtlich gilt fiir jedes Objekt a und jede Menge M
entweder a € M odera ¢ M.

Im Gegensatz zur umgangssprachlichen Bedeutung des Begriffs der
Menge spielt es im mathematischen Sinne keine Rolle, ob darin wirk-
lich viele Objekte zusammengefasst sind. Wir reden selbst dann von
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einer Menge, wenn diese iiberhaupt keine Elemente enthilt. Fiir diese
leere Menge ist das spezielle Symbol @ reserviert.

Mengen konnen ein einzelnes Objekt niemals mehrfach beinhalten und
genauso wenig besitzen ihre Elemente einen festen Platz; Mengen sind
also inhirent ungeordnet. Im Ubungsteil dieses Kapitels werden Sie se-
hen, dass der Mengenbegriff trotzdem stark genug ist, um geordnete
Zusammenfassungen zu modellieren, die zudem beliebig viele Dupli-
kate enthalten diirfen.

In der Praxis haben sich zwei unterschiedliche Schreibweisen etabliert,
um die Elemente einer Menge zu definieren.

Aufzidhlende Beschreibung

Die Elemente einer Menge werden explizit aufgelistet. Wie die fol-
genden Beispiele demonstrieren, kénnen auch unendliche Mengen
aufzihlend (enumerativ) beschrieben werden, wenn die Elemente ei-
ner unmittelbar einsichtigen RegelméBigkeit unterliegen.

N=1{1,2,3,4,...} 2.1)
No ={0,1,2,3,...} 2.2)
Z={.,-2,-1,01.2,..} 2.3)
M, ={2,4,6,8,10,...} 2.4)
My =1{0,1,4,9,16,25,...} 2.5)

N heilit die Menge der natiirlichen Zahlen oder die Menge der po-
sitiven ganzen Zahlen. Ny enthilt zusitzlich die Zahl null und wird
die Menge der nichtnegativen Zahlen genannt. Z ist die Menge der
ganzen Zahlen. M enthilt alle geraden natiirlichen Zahlen und die
Menge M, die Quadrate der ganzen Zahlen.

Deskriptive Beschreibung

Die Mengenzugehorigkeit eines Elements wird durch eine charak-
teristische Eigenschaft beschrieben. Genau jene Elemente sind in der
Menge enthalten, auf die die Eigenschaft zutrifft.

M;:={neN | nmod2 =0} (2.6)
My :={n® | ne Ny} (2.7

Demnach enthilt die Menge M3 alle Elemente n € N, die sich oh-
ne Rest durch 2 dividieren lassen, und die Menge M, die Werte n?
fiir alle nichtnegativen Zahlen n € Ny. Die Mengen M3 und M, sind
damit nichts anderes als eine deskriptive Beschreibung der im vor-
herigen Beispiel eingefiihrten Mengen M und M5.

Auf den ersten Blick scheint der Men-
genbegriff intuitiv erfassbar zu sein, auf
den zweiten entpuppt er sich als komple-
xes Gebilde. Bereits im Einfithrungskapi-
tel konnten wir den Cantor’schen Men-
genbegriff mit Hilfe der Russell’schen An-
tinomie als widerspriichlich entlarven.
Damit die Mathematik nicht auf wackli-
gen Fiilen steht, wurde mit der axiomati-
schen Mengenlehre eine formale Theorie
geschaffen, die Inkonsistenzen der Rus-
sell’schen Art beseitigen soll. Einen wich-
tigen Grundstein legte der deutsche Ma-
thematiker Ernst Zermelo, als er im Jahre
1907 ein entsprechendes Axiomensystem
formulierte. Die Zermelo-Mengenlehre
bestand aus insgesamt 7 Axiomen, die
noch umgangssprachlich formuliert wa-
ren [102]. Das System wurde 1921 von
Abraham Fraenkel um das Ersetzungsaxi-
om und 1930 von Zermelo um das Fun-
dierungsaxiom ergénzt [31, 103]. Die 9
Axiome bilden zusammen die Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre, kurz ZF, wie sie
heute in weiten Teilen der Mathematik
Verwendung findet.

Wird ZF zusitzlich um das Auswahlaxi-
om (axiom of choice) erweitert, so entsteht
die ZFC-Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel
with Choice). Das zusitzliche zehnte Axi-
om besagt das Folgende: Ist M eine Men-
ge von nichtleeren Mengen, dann gibt es
eine Funktion f, die aus jeder Menge
M’ € M genau ein Element auswihlt. Das
Auswahlaxiom ist unabhingig von allen
anderen. 1937 zeigte Kurt Godel, dass es
sich widerspruchsfrei zu den ZF-Axiomen
hinzufiigen ldsst [36]. 1963 kam Paul Co-
hen zu dem erstaunlichen Ergebnis, dass
die Negation des Auswahlaxioms die Wi-
derspruchsfreiheit von ZF ebenfalls nicht
zerstort [23].

Mit dem ehemaligen Mengenbegriff von
Cantor hat die axiomatische Mengenlehre
nur wenig gemein. Sie gehort heute zu den
schwierigsten Teilgebieten der Mathema-
tik und nur wenigen ist es vergonnt, sie
vollstindig zu durchdringen.



40

2 Mathematische Grundlagen

AN
\/
O

Abbildung 2.2: Venn-Diagramme sind ein
anschauliches Hilfsmittel, um Beziehungen
zwischen Mengen zu visualisieren. Eine
Menge wird durch eine Fliche beschrieben,
die durch einen geschlossen Linienzug be-
grenzt wird. Jeder diskrete Punkt innerhalb
der Flidche entspricht einem Element der
Menge.

Viergliedriges
Venn-Diagramm
aus der Original-
arbeit von 1881

John Venn (1834 — 1923)

Abbildung 2.3: Das Venn-Diagramm wur-
de im Jahre 1881 durch den britischen Lo-
giker und Philosophen John Venn einge-
fuhrt [93, 94]. Es bildet heute die am héu-
figsten eingesetzte Darstellungsform fiir die
bildliche Reprisentation einer Menge.

Von den ganzen Zahlen Z wissen wir, dass sie sich mit den Vergleichs-
operatoren < und > in eine wohldefinierte Ordnung bringen lassen.
Mengen lassen sich mit Hilfe der 7eil- oder Untermengenbeziehung C
und der Obermengenbeziehung O auf dhnliche Weise ordnen:

M C M & Ausa € M folgta e M;
M) D M = My C M

2.8)
(2.9)

Beachten Sie, dass die Teilmengenbeziehung nach dieser Definition im-
mer auch dann gilt, wenn M iiberhaupt keine Elemente enthilt. Mit an-
deren Worten: Die leere Menge 0 ist eine Teilmenge jeder anderen Men-
ge. Des Weiteren ist jede Menge auch eine Teilmenge von sich selbst.
Folgerichtig gelten die Beziehungen 0 C M, M D0, M CMund M DO M.

Mit Hilfe der eingefiihrten Operatoren konnen wir die Mengengleich-
heit wie folgt charakterisieren:

My =M, < My C My und M, C M, (2.10)

Zusitzlich vereinbaren wir die Operatoren C (echte Teilmenge) und D
(echte Obermenge):

My C My - My C M, und M| # M,
M, D M, = M| O M und M| # M,

@2.11)
2.12)

Offensichtlich gilt fiir die weiter oben eingefiihrten Mengen die Bezie-
hung M| C N C Ny C Z. Dagegen gilt weder M| C M, noch M, C M.

Bestehende Mengen lassen sich durch die Anwendung von Mengenope-
rationen zu neuen Mengen verkniipfen. In den nachstehenden Betrach-
tungen seien M und M, Teilmengen einer nichtleeren Universal- bzw.
Trigermenge T. Die Vereinigungsmenge M1 UM, und die Schnittmenge
M N M, sind wie folgt definiert:

M UM, :={a|a€ M oderac M}
MiNM; = {a|a€M1 undaeMg}

(2.13)
(2.14)

Zwei Mengen M und M, hei3en disjunkt, falls M1 N M, = 0 gilt.

Die Definition ldsst sich auf die Vereinigung bzw. den Schnitt belie-
big vieler Mengen verallgemeinern. Fiir die endlich vielen Mengen
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My,...,M, bzw. die unendlich vielen Mengen M,M5,... vereinbaren
wir die folgende Schreibweise:

n oo
UMi=mu...uM, bzw. [ JM;:==MUMU... (2.15)

i=1 i=1

n oo
(\Mi:=MiN...0M, bzw. (\Mj:==MNMN... (2.16)
i=1 i=1

Zusitzlich definieren wir die Differenzmenge M| \ M, sowie die Kom-
plementirmenge M wie folgt:

Mi\My:={alacM unda & M} (2.17)
M:=T\M (2.18)

Viele Mengenbeziehungen lassen sich intuitiv mit Hilfe von Venn-
Diagrammen veranschaulichen. Die Elemente einer Menge werden
durch diskrete Punkte und die Mengen selbst als geschlossene Gebiete
in der Ebene reprisentiert (vgl. Abbildungen 2.2 bis 2.4).

Die Vereinigungs-, Schnitt- und Komplementoperatoren begriinden zu-
sammen die Mengenalgebra. In der entstehenden algebraischen Struk-
tur gilt eine Reihe von Gesetzen, die sich direkt aus der Definition der
Operatoren ergeben. Insbesondere lassen sich die folgenden vier Ver-
kniipfungsregeln ableiten:

Kommutativgesetze
M, UMy = M> UM, (2.19)
MiNMy =M, M, (2.20)
Distributivgesetze
MU (M, NM3) = (M UM,) N (M UM;3) 2.21)
MiN (M, UMs) = (M NM) U (M NM;3) (2.22)

Neutrale Elemente
MUd=M (2.23)
MNT =M 2.24)
Inverse Elemente

MUM=T (2.25)
MNM =0 (2.26)

Vereinigung

M UM,

Schnitt

MM,

Differenz

M\ M,

Komplement

M

Abbildung 2.4: Elementare Mengenopera-
tionen
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M, M, U M, M, N (M, U M) M, M, N M, M, U (M, 0 M)
iy M, M 4y M, A
M, b M, M, M, M,
N = U =
M bty 3 My My My
I Il
M, M, M M, M, M,
MZ MZ M2 M2 M2 MZ
) = n =
M, My 3 My M, M,
M, N M, M, N M, (M, N M) U (M, N M) M, UM, MyUM, (M UM,)N M, UM,)

Abbildung 2.5: Veranschaulichung der Distributivgesetze anhand von Venn-Diagrammen

George Boole (1815 — 1864)

Abbildung 2.6: Der britische Mathemati-
ker und Philosoph George Boole zihlt zu
den einflussreichsten Logikern des neun-
zehnten Jahrhunderts. Mit seinem aus heu-
tiger Sicht historischen Werk ,,The laws of
thought* legte er 1854 den Grundstein der
mathematischen Logik [9]. Die nach ihm
benannte boolesche Algebra ist die mathe-
matische Grundlage fiir die Funktionsweise
und die Konstruktion aller modernen Com-
puteranlagen.

Von den vorgestellten Verkniipfungsregeln bediirfen nur die beiden Dis-
tributivgesetze eines zweiten Blickes, um sich von deren Richtigkeit zu
iberzeugen. Die Venn-Diagramme in Abbildung 2.5 liefern eine grafi-
sche Begriindung fiir diese Regeln.

Die Mengenalgebra ist ein Spezialfall einer booleschen Algebra (Ab-
bildung 2.6) [48]. Damit tibertragen sich alle GesetzmiBigkeiten, die in
einer booleschen Algebra gelten, in direkter Weise auf die Mengenalge-
bra. Hierunter fallen insbesondere die folgenden Verkniipfungsregeln:

Assoziativgesetze
MU (M, UM3) = (M UM,) UM; (2.27)
M]ﬂ(MzﬂM3) = (M]ﬂMz)ﬂM3 (2.28)
Idempotenzgesetze
MUM=M (2.29)
MNM=M (2.30)
Absorptionsgesetze
M]U(MlﬁMz):Ml (2.31)
M]ﬂ(M]UMg)ZM] (2.32)

Gesetze von De Morgan (Abbildung 2.7)
M, UM, = M NM, (2.33)
MyNM, =M, UM, (2.34)
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Ausloschungsgesetze
MUT =T (2.35)
MNO=0 (2.36)
Gesetz der Doppelnegation
M=M (2.37)

Zum Schluss wollen wir eine wichtige Mengenoperation einfiihren, die
uns an zahlreichen Stellen in diesem Buch begegnen wird. Gemeint ist
die Vereinigung aller Teilmengen zu einer neuen Menge 2. Diese wird
als Potenzmenge bezeichnet und lisst sich mit der eingefiihrten Nomen-
klatur wie folgt charakterisieren:

M.— (M| M CM) (2.38)
Offensichtlich gelten fiir alle Mengen M die Beziehungen 0 € 2™ und
M € 2™ Fiir eine nichtleere Menge M besitzt die Potenzmenge damit
mindestens 2 Elemente.

Eine Teilmenge P C 2M ist eine Partition von M, wenn jedes Element
aus M in einer und nur einer Menge aus P liegt. Die Elemente aus P
werden als Aquivalenzklassen bezeichnet (vgl. Abbildung 2.8).

Eine Relation setzt verschiedene Objekte in eine wohldefinierte Bezie-
hung zueinander. Wir schreiben x ~g y, um auszudriicken, dass die Ele-
mente x und y beziiglich der Relation R in Beziehung stehen. Um das
Gegenteil auszudriicken, schreiben wir g y. Die eingefiihrte Notation
mag den Anschein erwecken, dass wir mit dem Relationenbegriff ein
neues mathematisches Konzept einfiihren. Die folgenden Definitionen
machen jedoch deutlich, dass sich die Relationentheorie vollstindig auf
dem Grundgeriist der Mengenlehre errichten lasst:

&

Sei M eine beliebige Menge. Die Menge
M x M :={(x,y) | x,y € M}

nennen wir das kartesische Produkt von M.

., The contrary of an aggregate is the
compound of the contraries of the
aggregants: the contrary of a compound is
the aggregate of the contraries of the
components.

Augustus De Morgan (1806 — 1871)

Abbildung 2.7: Die Gesetze von De Mor-
gan sind nach dem britischen Mathematiker
Augustus De Morgan benannt. Neben Geor-
ge Boole gilt er als einer der bedeutendsten
Mitbegriinder der mathematischen Logik.
De Morgans Werk geht jedoch weit tiber
den Bereich der formalen Logik hinaus. So
wurde z.B. auch der Begriff der vollstdn-
digen Induktion (Abschnitt 2.4.1) von ihm
geprigt und das Beweisprinzip durch seine
Arbeiten auf eine formale Basis gestellt.

.
v >

M=MU...UMs,
MinM=0firi#k1<ik<5

Abbildung 2.8: Eine Partition teilt eine
Menge in paarweise disjunkte Aquivalenz-
klassen auf.
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Mengendarstellung
R:={ (1,1),
(1,4),
(2, 1),
(3,1,

4.3) }

Graph-Darstellung

Tabellarische Darstellung

O = = =
=] Sl Sl S
=l S i) kS
[ e e

Adjazenztafel

(=i i)
-0 O O

(= e i

1
1
1
0
Adjazenzmatrix

Abbildung 2.9: Fiir die Beschreibung von
Relationen haben sich verschiedene Dar-
stellungsformen etabliert.

&

Sei M eine beliebige Menge. Jede Menge R mit
RCMxM

heift Relation in M. Wir schreiben x ~g y fiir (x,y) € Rund x g y
fiir (x,y) € R.

Dieser Definition folgend, ist das kartesische Produkt M x M die Menge
aller geordneten Paare (x,y) von Elementen aus M. Jede Relation kon-
nen wir als diejenige Teilmenge von M x M auffassen, die fiir alle x,y
mit x ~g y das Tupel (x,y) enthilt.

Relationen lassen sich auf verschiedene Weise beschreiben. Ist die
Grundmenge M endlich, so werden neben der mathematisch geprig-
ten Mengenschreibweise (vgl. Abbildung 2.9 oben) insbesondere die
folgenden Darstellungen bemiiht:

Graph-Darstellung

Die Elemente von M werden als Knoten in Form eines Punktes oder
Kreises reprisentiert und jedes Element (x,y) € R als gerichtete Ver-
bindungslinie (Pfeil) eingezeichnet. Elemente der Form (x,x) wer-
den durch eine Schlinge symbolisiert, die den Knoten x mit sich
selbst verbindet.

Matrix-Darstellung

In dieser Darstellung wird eine Relation durch eine binédre Matrix re-
présentiert, die fiir jedes Element aus M eine separate Zeile und Spal-
te enthilt. Jedes Matrixelement entspricht einem bestimmten Tupel
(x,y) des kartesischen Produkts M x M. Gilt x ~ y, so wird der Ma-
trixkoeffizient an der betreffenden Stelle auf 1 gesetzt. Alle anderen
Koeffizienten sind gleich 0.

Abbildung 2.9 stellt die verschiedenen Reprisentationsformen gegen-
iber. Da jede Darstellung iiber individuelle Vor- und Nachteile verfiigt,
werden wir uns im Folgenden nicht auf eine einzige Reprisentation be-
schrinken, sondern individuell auf die jeweils passende Darstellungs-
form zuriickgreifen.

Viele praxisrelevante Relationen besitzen immer wiederkehrende, cha-
rakteristische Eigenschaften. Die folgenden Relationenattribute helfen,
das Chaos zu ordnen:
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&

Eine Relation R in der Menge M heif3t
reflexiv, falls x ~ x fiir alle x € M gilt,
irreflexiv, falls x ¢ x fiir alle x € M gilt,
symmetrisch, falls aus x ~ y stets y ~ x folgt,
asymmetrisch, falls aus x ~ y stets y ¢ x folgt,
antisymmetrisch, falls aus x ~ y und y ~ x stets x = y folgt,
transitiv, falls aus x ~ y und y ~ z stets x ~ z folgt,
linkstotal, falls fiir alle x € M ein y € M existiert mit x ~ y,
rechtstotal, falls fiir alle y € M ein x € M existiert mit x ~ y,
linkseindeutig, falls aus x ~ z und y ~ z stets x = y folgt,

rechtseindeutig, falls aus x ~ y und x ~ z stets y = z folgt.

Stellen wir eine Relation R als Graph oder in Form einer Adjazenz-
matrix dar, so lassen sich viele der eingefiihrten Attribute auf den ers-
ten Blick erkennen. Eine Relation R ist genau dann reflexiv, wenn al-
le Knoten des Relationengraphen mit einer Schlinge versehen sind; ei-
ne symmetrische Relation liegt genau dann vor, wenn jede Kante in
beiden Richtungen mit einer Pfeilspitze abschlieBt. Ahnliches gilt fiir
die tabellarische Darstellung. Eine Relation R ist genau dann reflexiv,
wenn in der Adjazenzmatrix simtliche Koeffizienten der Hauptdiago-
nalen gleich 1 sind. Die Symmetrieeigenschaft ist gegeben, wenn die
linke untere und die rechte obere Hilfte spiegelsymmetrisch zur Haupt-
diagonalen liegen.

Fiir reflexive, symmetrische oder transitive Relationen R wird der Rela-
tionengraph gewohnlich in einer vereinfachten Darstellung notiert (vgl.
Abbildung 2.10). Reflexive Relationen werden dann ohne Schlingen ge-
zeichnet und symmetrische Relationen durch einen ungerichteten Graph
reprisentiert. An die Stelle der Doppelpfeile treten in diesem Fall einfa-
che Linienverbindungen. Ahnliche Vereinfachungen gelten fiir transiti-
ve Relationen, die aus Griinden der Ubersichtlichkeit um unnotige Kan-
ten befreit werden diirfen. Aufgrund der Transitivitit kann eine Kante
zwischen zwei Knoten x und y immer dann entfallen, wenn x und y be-
reits iber andere Kanten miteinander verbunden sind.

Reflexivitit
Symmetrie
Transitivitit

%

Abbildung 2.10: Vereinfachte Darstellung
reflexiver, symmetrischer und transitiver
Relationen
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,Fur alle x € M gilt x ~ x*
R ist reflexiv < RO C R

,Fir alle x € M gilt x o x*
R ist irreflexiv < RONR =0

»Aus x ~ y folgt y ~ x*

R ist symmetrisch < R =R~!

,-Aus x ~ y folgt y o4 x*
R ist asymmetrisch < RNR~! =0

»Aus x ~ yund y ~ x folgt x = y*
R ist antisymmetrisch < R NR!C RO

»Aus x ~ y und y ~ z folgt x ~ z*

R ist transitiv < R-R C R

Tabelle 2.1: Alternative Charakterisierung
einiger Relationenattribute

Genau wie Mengen lassen sich auch Relationen durch die Anwendung
elementarer Operationen zu neuen Relationen verkniipfen. Wichtig fiir
unsere Betrachtungen sind vor allem die Berechnung des Relationen-
produkts sowie die Bildung der inversen Relation.

&

R und S seien zwei Relationen in M. Das Relationenprodukt R-S
und die inverse Relation R~ sind wie folgt definiert:

R-S:={(x,y) | esexistiert ein z mitx ~g zund z ~s y}
RV ={(%) | (xy) €R}
Ferner treffen wir die folgenden Vereinbarungen:

R%:={(x,x) |[x€R}
R":=R-R"!

Entsprechend dieser Definition ist das Wertepaar (x,y) genau dann ein
Element des Relationenprodukts, wenn x und y iiber ein drittes Zwi-
schenelement z in Beziehung stehen. Offensichtlich gelten fiir drei be-
liebige Relationen S, R und T in einer Menge M die folgenden Bezie-
hungen:

R-(S-T)=(R-S)-T (2.39)
R-R°=R (2.40)

RV ist das neutrale Element des Relationenprodukts und wird als Gleich-
heitsrelation oder Identitdt bezeichnet. Mit Hilfe der eingefiihrten Ope-
rationen lassen sich die weiter oben definierten Relationenattribute ele-
gant charakterisieren. Fiir eine beliebige Relation R gelten die in Tabel-
le 2.1 zusammengefassten Beziehungen.

In vielen Anwendungsfillen ist es notwendig, eine gegebene Relation R
um ein oder mehrere Attribute aus Definition 2.4 anzureichern. Hierzu
wird R in eine grofere Relation eingehiillt, die R als Teilmenge enthalt.
Von besonderer Bedeutung sind die transitive und die reflexiv transitive
Hiille von R:

&

Sei R eine beliebige Relation in M. Die transitive Hiille R™ ist die
kleinste Relation, die R einschlie3t und die Eigenschaften der Tran-
sitivitit erfillt.





