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212 6 Numerische Testverfahren

6.6 Tests auf AusreilRer

Ausreiler sind Extremwerte in einer Stichprobe, die unnaturlich weit von den anderen
Merkmalswerten entfernt liegen und bei denen daher angenommen werden muss, dass
sie nicht aus derselben Grundgesamtheit stammen wie die Ubrigen Werte.

Ausreiler mussen die Ausnahme sein. Wird beim Auswerten derselben Merkmale im-
mer wieder ein ,Ausreil’er” gefunden, so stimmt vermutlich die vorausgesetzte Vertei-
lungsform nicht.

Die beiden folgenden Testverfahren auf Ausreil3er setzen daher voraus, dass die Merk-
malswerte aus einer normalverteilten Grundgesamtheit stammen. Dies ist erfahrungs-
gemal} bekannt oder wird durch einen entsprechenden Test Uberprift.

Auch und gerade bei der vollelektronischen Messwerterfassung und -auswertung kann
auf solche Testverfahren nicht verzichtet werden. Die Ursachen fur Ausreil3er sind viel-
faltig:

e zu fruh betatigte Taster bei der Messwertiibernahme

e hangen gebliebene Messwertaufnehmer

e elektrische Stérimpulse

e mechanische Erschitterungen

e Schmutz am Prifobjekt

e efc.
Gefundene Ausreiler konnen in begrindeten Fallen fur die Auswertung eliminiert wer-
den. Die Werte selbst sollten erhalten bleiben und mit einer Bemerkung versehen wer-
den.

Hinweis:

In der Praxis gibt es immer wieder Diskussionen, ob Ausreiler automatisch fur eine
Auswertung aufgrund der Ergebnisse eines , Tests auf Ausreil3er” entfernt werden sollen
oder nicht. Prinzipiell ist von einer automatischen Eliminierung von Messwerten abzu-
sehen. Kennt man allerdings einen Prozess sehr genau und sind die Ursachen flur einen
Ausrei3er bekannt, kann man durchaus vom oben genannten Prinzip abweichen. Oft-
mals sind sogar keine Testverfahren erforderlich, um AusreiRer zu erkennen. Uber-
oder unterschreitet beispielsweise ein Messwert eine vordefinierte Plausibilitatsgrenze,
so kann dieser als Ausreil3er angesehen und fur die Auswertung eliminiert werden.
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Test auf AusreiBer nach David, Hartley und Pearson

Nullhypothese Hj

Weder der Grofltwert Xxmax hoch der|Entweder der Grofdtwert xmnax oder der
Kleinstwert xmi, ist ein Ausreif3er. Kleinstwert xmi, ist ein Ausreif3er.

Die Nullhypothese Hp wird zugunsten der
Alternativhypothese H¢ verworfen, falls

PrufgroRe kritischer Wert

s.0. = > At s. [37]

Sollte die Nullhypothese verworfen werden, so ist der Extremwert mit dem grdélieren
Abstand zum arithmetischen Mittelwert ein Ausreiler. Nur bei gleichem Abstand beider
Extremwerte zum Mittelwert werden aufgrund einmaliger Prifung beide Werte zugleich
als Ausreil3er erkannt. Wird ein Wert als Ausreil3er eliminiert, so ist der Test mit den
verbleibenden Werten zu wiederholen.

Ausreifier David, Hartley, Pearson

Hg Weder Xxmin noch Xxmax ist ein Ausreifier
Hq Entweder xmin oder xmax ist ein Ausreifier
kritische Werte
Testniveau Priifgrifie
unten ohen
a=5 % 6,940
=1 % T 420
a=01"%
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Abbildung 6.6-1: Test auf Ausreil3er nach David, Hartley, Pearson

Far den vorliegenden Datensatz ergibt sich als Prifgrofe 7,96546. Verglichen mit den
kritischen Werten des Tests auf Ausreil3er nach David, Hartley, Pearson ist das Ergeb-
nis ,Nullhypothese wird zum Niveau o < 1% verworfen®.
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Test auf AusreiBer nach Grubbs

Nullhypothese Hj

Der Kleinstwert bzw. der Grotwert ist kein | Der Kleinstwert bzw. der Grofltwert ist ein
Ausreilder. Ausreil3er.

Die Nullhypothese Hp wird zugunsten der
Alternativhypothese H¢ verworfen, falls

PrufgroRe kritischer Wert
s.0. _
X—X
einseitig fir U > B on
Kleinstwert x4 S
s.0. _
X —X
einseitig fir () > By S-[37]
Groltwert X(n) S

Wird ein Ausreil3er festgestellt, so ist die vollstandige Auswertung mit den restlichen
Werten zu wiederholen.

Ausreifier Grubbs Minimalwert

Ho Der Minimalwert xmin ist kein Ausreifer
H4q Der Minimalwert xmin ist ein Ausreifer
kritische Werte
Testniveau Priifgrifie
unten obhen
a=5 % 3,695 |
a=1 % 4,075 |
a=0.1"% 4,565
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Abbildung 6.6-2: Test auf Ausreil3er nach Grubbs

Fur den vorliegenden Datensatz ergibt sich als PrufgrofRe 3,94545. Verglichen mit dem
kritischen Wert des Tests auf Ausrei3er nach Grubbs ist das Ergebnis ,Nullhypothese
wird zum Niveau o < 5% verworfen®.
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Hampel-Test

Die Hauptursache fur das Versagen des Grubbs-Tests ist die Schatzung des Mittelwerts
und der Standardabweichung. Extreme Beobachtungen, d.h. potentielle Ausreil3er, ha-
ben einen enormen Effekt auf diese Werte. Besser ware es demnach, robuste Schat-
zungen zu verwenden. Anstatt des Mittelwerts liegt es nahe, den Median zu wahlen.
Auch fur die Streuung existiert ein robuster Schatzer, der sogenannte MAD (Median der
absoluten Abweichungen vom Median oder Median Absolute Deviation). Bezeichnet
m = median (Xx;, ..., Xn) den Median der Stichprobe x;, ..., X,, dann ist der MAD definiert
als:

MAD (X;, ..., Xn) = median (|x-m|, ..., |X,-m|)/0,6745.

Damit der MAD die Standardabweichung schatzt, muss dabei durch die Konstante
0,6745 dividiert werden. Die neue Teststatistik ist dann:

5 _|xi—m|
' MAD

Dieser Test wurde von Hampel untersucht und wird deshalb Hampel-Test genannt. Sei-
ne Anwendung ist analog zum Grubbs-Test. Alle Beobachtungen, die im Ausreil3erbe-
reich begrenzt durch m + T,, - MAD liegen, bezeichnet man als Ausreiller gemaf
Hampel-Test. Die kritischen Schranken T,, wurden mit Hilfe von Simulationen be-
stimmt. Fur Fehlerwahrscheinlichkeiten o= 5 % und o = 1 % sind solche Werte flr ver-
schiedene Stichprobenumfange n in Tabelle 14.3-10 aufgefuhrt. Als allgemein gultige
grobe Faustregel kann fir die kritische Schranke der Wert 5 verwendet werden.

FUr den vorliegenden Daten- Hampeltest
Satz erg|bt SiCh aIS PrUng'OBe Ho Der Hampeltest hat keine Ausreier gefunden

i i Hq Der Hampeltest hat AusreiBer gefunden
4,23971. Verglichen mit den
kritischen Werten des Tests Testmiveau e ‘ Prafgrote
nach Hampel ist das Ergebnis S 382 |
-Nullhypothese wird zum Ni- poil 4 et |

a=01"%

veau o < 5% verworfen”. -
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Abbildung 6.6-3: Test nach Hampel
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6.7 Vergleich von Varianzen und Mittelwerten

Werden Messwerte von unterschiedlichen Lieferungen und Losen sowie die Fertigung
von gleichen Teilen auf verschiedenen Maschinen bzw. in unterschiedlichen Zeitrdumen
erfasst, so reprasentieren diese den entsprechenden Sachverhalt. Dabei stellt sich die
Frage, ob sich beispielsweise die Varianz aufgrund der unterschiedlichen Situationen
verandert hat oder nicht. Dazu gibt es Testverfahren, die die Gleichheit der Varianz aus
zwei bzw. mehr Stichproben untersuchen.

Analog dazu kann gefragt werden, ob die Mittelwerte zweier Grundgesamtheiten gleich
sind oder nicht. Dabei wird zusatzlich unterschieden, ob die Varianzen der Grundge-
samtheiten

e unbekannt und gleich,
e unbekannt und ungleich
sind.

6.7.1 Normalverteilte Messwertreihen

Fir normalverteilte Messwertreihen ergeben sich je nach Aufgabenstellung folgende
Testverfahren:

Testverfahren stetige Verteilungen (normalverteilt)

A 4 A 4
2 Grundgesamtheiten mehr als 2 Grundgesamtheiten

4 A v 4
Lagetest Streuungstest Lagetest Streuungstest
4 \ 4 v
paarweise o1, 02 o1, 02
verbunden bekannt unbekannt, gleich
v \ 4 v l v \ 4 \ 4
t-Test P t-Test P (EW) u-Test 2 t-Test 2 F-Test einfache ANOVA Bartlett Test

Abbildung 6.7-1:

Testverfahren stetige Verteilungen (normalverteilt)
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Vergleich der Varianzen von zwei Grundgesamtheiten (F-Test)

Aufgrund zweier Stichprobenvarianzen s3 und sz soll Uiberpriift werden, ob sich die Va-
rianzen der beiden Grundgesamtheiten wesentlich voneinander unterscheiden. Dieses
Testverfahren wird auch als F-Test bezeichnet. Dieses Verfahren wird bei der Pro-
zessanalyse verwendet, um durch die Analyse von Varianzen festzustellen, ob der Mit-
telwert der Grundgesamtheit Uber die Zeit als konstant angesehen werden kann.

Nullhypothese Hj

2 _ 2 2 2 2 2
G =0p bzw. Gy 2 O O, #0g bzw. Gf\ < Gé
Die Nullhypothese Ho wird zugunsten der
Alternativhypothese H¢ verworfen, falls
Prufgroflie kritischer Wert
o2 # 02 si . ]
icaiti 2 % £, f, =N, —

zweiseitig Sy > 22
62 >0 sa

. iy _2 F1—(1'f'f f2:n8—1
einseitig Sy > T2

Hinweis:

Die Indizierung ist immer so zu wahlen, dass SZA die groRere Varianz zugeordnet wird.

F-Test
Teilnr. 1 Teilnr. 1
Teilebez. Positionsteleranzen Teilebez. Paositionsteleranzen
Merkm.Nr. 1.x Merkm.Nr. 1
Merkm.Bez. 1.x-Position Merkm.Bez. Position 1
Verteilung Normalverteilung Verteilung Normalverteilung
Neff 40 X 0,00925 Neff 40 X 0,02606
o 0,00036865 s 0,019200 e 0,00015820 s 0,012578
Hg Varianzen der Grundgesamtheiten sind gleich
Hq Varianzen der Grundgesamtheiten sind NICHT gleich
kritische Werte
Testniveau Priifgrofe
unten obhen
e=5 % 0.53 1,89 |
a=1 % 043 2,32
a=01% o 2,96

Abbildung 6.7-2: F-Test

FiUr den vorliegenden Datensatz ergibt sich als PrufgroRe 2,33038. Verglichen mit den
kritischen Werten des F-Tests ist das Ergebnis ,Nullhypothese wird zum Niveau
o < 1% verworfen®.
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Vergleich der Varianzen mehrerer Grundgesamtheiten (Bartlett-Test)

Nullhypothese Hp

6’=05=-=0.=0" o #G; fir mindestens ein Paar (i, j)
Voraussetzung: fi25

Die Nullhypothese Hp wird zugunsten der
Alternativhypothese H¢ verworfen, falls

PrufgroRe kritischer Wert
S.0. 13 s?
- E; f |ns_2 > X2K—1;1—a
f=k
1 511
c=1+ . ———
3(k-1) gf, f,
mit k
fg = ;fi
k
§? = [2fl -sf)/fg
i=1

Vergleich der Varianzen von mehr als zwei Normal-Verteilungen (Bartlett-Test)
Bartlett Test
Ha Die Varianzen der Grundgesamtheiten sind gleich
H1 Die Varianzen der Grundgesamtheiten sind NICHT gleich (fur mindestens ein Paar)
kritische Werte
Testniveau Prifgroke
unten oben
a=5 % — 9,49
a=1 % — 13,28
5,31528
a=01% — 18,47
Testergebnis
Nullhypothese wird nicht widerlegt

GG |aktiv |Eezeichnung n Mittebwert Standardabweichung |Varianz

1 % (Ch 400 0,0082025000 0,05285474000 0,0057905820
2 |y on2 400 -0,0030050000 0,1035019401 00107126516
3 | % on3 400 0,0012675000 0,0378747138 0,0035794536
4 |y cna 400 0,0026450000 0,1067120078 0,0113874526
5 ¥ 4DD -0,0003250000 0,1067180924 00113887513

Abbildung 6.7-3 Bartlett-Test
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Vergleich der Mittelwerte zweier Grundgesamtheiten, bei der die Varianzen unbe-
kannt und ungleich sind (t-Test)

Nullhypothese Hj

Ha =Ug Ha SUg Ha 2 Ug

Berechnung der HilfsgroRe:

Die Nullhypothese Ho wird zugunsten der
Alternativhypothese H1 verworfen, falls

PrufgroRe kritischer Wert
: e %
Ua #Ug 17A 7BI > t1_ﬂ-f 1 c2 (1 P 2
. " 2°
zweiseitig Sq i
n,—-1 ng-1
Ma > Hg X2~ Xe > t, .
o .
einseitig Sq mit
2
Sa
Ha <Hg Xa =X < _t c=_ M
. . s 1-o; f SZ SZ
einseitig d A 4|38
nA nB
t-Test
Teilnr. 1 Teilnr. 1
Teilebez. Positionstoeleranzen Teilebez. Positionstoeleranzen
Merkm.Nr. 1.x Merkm.Nr. 1y
Merkm.Bez. 1.x-Position Merkm.Bez. 1.y-Position
Verteilung Normalverteilung Verteilung Normalverteilung
Neff 10 X 0,00925 Neff 10 X 0,00137
e 0,00036865 s 0,019200 = 0,00039614 s 0,019903
Ho Mittelwerte der Grundgesamtheiten sind gleich
Hq Mittelwerte der Grundgesamtheiten sind NICHT gleich
kritische Werte
Testniveau Priifgrifte
unten obhen
a=55 % 1,99
a=1 % 2,64 1,80098
a=0,1"% - 3,42
Testergehnis Nullhyp othese wird nicht widerlegt

Abbildung 6.7-4:  t-Test

Far den vorliegenden Datensatz ergibt sich als Prifgrofie 1,80098. Verglichen mit den
kritischen Werten des t-Tests ist das Ergebnis ,Nullhypothese wird nicht widerlegt".
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Vergleich der Mittelwerte mehrerer Grundgesamtheiten mit unbekannten, aber als
gleich vorausgesetzten Varianzen o” (einfache ANOVA)

Nullhypothese Hp

My =l =... e =l M # L
fur mindestens ein Paar (i, j)
Die Nullhypothese Hy wird zugunsten der
Alternativhypothese H1 verworfen, falls
PrufgroRe kritischer Wert
= 2
n—-k X, —X| n
s.0. ( ).2'( ' ) ' fi=k-1
— >
k 1—o;f;fy f =n- k
(k—1)25i2(ni—1) ?
i=1
k
mit 5 2 s 1%
— =t - X
x=-=—=-3nX
Zn n =
i
i=1
Vergleich der Enwartungswerte von mehr als zwei Hormal-Verteilungen
einfache ANOVA
Hg Die Erwartungswerte der Grundgesamtheiten sind gleich
H1 Die Erwartungswerte der Grundgesamtheiten sind NICHT gleich (fiir mindestens ein Paar)
kritische Werte
Testniveau Priifgroike
unten oben
a=5 % - 2,38
a=1 % — 3,33
14,4194
a=01% = 4,64
Testergebnis
Nullhypothese wird zum Niveau a=01% verworfen

GG |aktiv |Bezeichnung n Mittetwert Standardabweichung |Varianz

1 >< Ch.1 300 -0,0024 366667 0.0996243076 0.0099250027
2 >< Ch2 300 0.0145000000 0.1009830775 0.0101975819
3 >< Ch3 300 0,0270666667 0.1004567939 0.0100915674
4 >< Chd 300 0,0436933333 0,0992055025 0,0098417317
5 >< Ch5 300 0,0521866667 01001556238 0.0100311450

Abbildung 6.7-5: einfache ANOVA
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Vergleich der Mittelwerte zweier Grundgesamtheiten, bei denen die Varianzen un-
bekannt, aber gleich sind (Zweistichproben t-Test)

Nullhypothese Hj

Ha =Hg Ha < Hg Ha 2 Hg Ha # Ug Ha > Hg Ha <Hg
Berechnung der Hilfsgrofe: 2 2
g g s (na-1)-s +(nB_1)'SB‘nA+nB
4=
N, +ng—2 N, -Ng
— — . 2 2
falls n, =ng =n: < = /sA+sB
¢ n
Die Nullhypothese Ho wird zugunsten der
Alternativhypothese H1 verworfen, falls
Prufgréle kritischer Wert
Ha # Hg [Xa = %| > t ..
zweiseitig Sq .
> X, — X
Ha > Hg A B > t']—(x;f f=n,+n;-2
einseitig Sy
Ha <MHg N —t
o < o f
einseitig Sq
Wergleich der Erwartungswerte von zwei Normalverteiungen (Varianzen der Grundgesamtheiten =ind unbekannt)
t-Test 2
Ch.1 Ch.2
A 0,000 New 500 = 0,016 New 500
ES 0,10137 52 0,010275 £ 0,10014 =2 0,010023
Hao Die Erwartungswerte der Grundgesamtheiten sind gleich
H1 Dig Erwartungswerte der Grundgesamtheiten sind NICHT gleich
. kritische Werte -
Testniveau Prifgrofie
unten oben
o=5 % —_ 1,96
=1 % - 258 [ 1-%2] A
«=01% = 3,30 (1 -1)821+(nz2 -1)%2 ni+nz
Testergebnis ni+nz-2 ninz
Nullhypothese wird zum Niveau o < 5% wverworfen
P-Wert 1,25840 %
Vertrauensgrenze
Wertrauensniveau
unten oben
1-w=93 % -0,028433 -0,0034234
1-w=99 % -0,032373 000051740
1-0.=999% -0,036959 0,0051027
X1 -X2
. E=0
|
i i
|
1 T T T T T T T T | T T 1 T T T T T T T T T
-0,04 -0,03 -0,02 -0,01 0,00

Abbildung 6.7-6:

Zweistichproben t-Test
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