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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

beim Erlernen einer Fremdsprache spielen Vokabeln und Grammatik eine ent-
scheidende Rolle. Mithilfe der Grammatik werden Vokabeln zu sinnvollen Sitzen
kombiniert. Dariiber hinaus gestattet die Grammatik in gewissen Grenzen das
Umstellen einzelner Satzglieder eines Satzes.

Auch in der Algebra spielen diese Begriffe eine wesentliche Rolle: Die mathema-
tischen Vokabeln sind dabei die Fachbegriffe (z. B. Variable, Term, Gleichung)
und die Grammatik wird durch entsprechende mathematische Regeln (z. B. Kom-
mutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz) gebildet. Wie beim Umstellen
der Satzglieder eines Satzes in der Fremdsprache hilft die ,,mathematische Gram-
matik* auch bei der Umwandlung von mathematischen Aussagen in gleichwertige
Aussagen (z. B. beim Losen einer Gleichung). Ziel dieses Buches ist es, die wich-
tigsten mathematischen Vokabeln (Definitionen) zu erldutern und das erforderli-
che mathematische Grammatikgeriist (mathematische Regeln) aufzufrischen.

Dieser Band beschiftigt sich mit den fundamentalen in der Algebra benétigten
Regeln und Rechentechniken und dient dazu, den in der Unter- und Mittelstufe
behandelten Stoff zu wiederholen und zu festigen. Das Buch vermittelt die
grundlegenden Algebra-Kenntnisse, die in der Oberstufe des Gymnasiums vor-
ausgesetzt werden. Daneben wird auch ein Blick auf das eng mit der Algebra ver-
kniipfte Gebiet der Funktionen geworfen, die ebenfalls zentrale Bedeutung im
Oberstufenstoff besitzen und bei denen die erworbenen Algebrakenntnisse ange-
wandt werden.

Einige Kapitel dieses Bandes gehen dabei in Mafen iiber die unumgénglichen
Grundkenntnisse fiir die Oberstufe hinaus und miissen nicht unbedingt bis in das
letzte Detail beherrscht werden; diese Kapitel sind im Inhaltsverzeichnis mit einem
Stern (*) versehen. Wenn Sie Thr Verstindnis fiir Termumformungen aber auf
einem iiber den reinen Schulstoff hinaus gehenden Niveau festigen mochten, dann
sei Thnen die griindliche Bearbeitung auch dieser Kapitel empfohlen.

Jedes Kapitel enthilt zu Beginn in prignanter Form die wesentlichen Sachverhal-
te, die danach ausfiihrlich erldutert und in Beispielaufgaben vorgefiihrt werden.
AnschlieBend werden Ubungsaufgaben gestellt, deren Losungen im Losungsteil
in schiilergerechter Form und mit weiteren Hinweisen dargestellt sind.

Das letzte Kapitel enthélt fiir Ihre Selbstkontrolle nach der Bearbeitung des
Buches in bunter Mischung Aufgaben aus den vorangegangenen Kapiteln.
Ich wiinsche Thnen viel Erfolg bei der Festigung Ihrer mathematischen
Kompetenzen!

Eberhard Endres
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20 ¢/ Rechnen mit Klammern

Regel

Beispiele

30. Multiplizieren Sie die Terme aus:

a) (a+2)3 b) (x—4y)3
c) (2x-3y)3 d) 2x-14
e) (a—35)* ) x+1)°

2.3 Faktorisieren

Im Gegensatz zum zuvor besprochenen Ausmultiplizieren, bei dem ein Produkt in
eine Summe umgewandelt wird, wird beim Faktorisieren eine Summe in ein Pro-
dukt umgewandelt.

Um eine Summe in ein Produkt umzuwandeln, geht man folgendermafen vor:

1. Zunéchst sucht man gemeinsame Faktoren und klammert diese aus.

2. Man iiberpriift, ob eine der binomischen Formeln ,,von rechts nach links*
angewandt werden kann.

3. Man testet, ob der Satz des Vieta anwendbar ist.

Satz des Vieta: Wenn sich der Term x2 + px +q in ein Produkt der Form
(x+a)- (x+b) verwandeln ldsst, dann muss fiir a und b gelten:

a+b=p und a-b=q

Dieser Satz kann begriindet werden, indem man den Term (x +a) - (x +b)
ausmultipliziert:

(x+a)- (x+b)=x2+ax+bx+ab=x2+(a+b)-x+a-b

AnschlieBend vergleicht man das Ergebnis mit x2+ px + q und erhilt:
a+b=p und a-b=q.

4. Man versucht, die Summanden so zu gruppieren, dass in jeder Gruppe nach
dem Ausklammern derselbe Term iibrig bleibt. Diesen gemeinsamen Term
kann man anschlieBend nochmals ausklammern.

5. Zuletzt gibt es noch das Verfahren der Polynomdivision, das in Abschnitt 3.4
erldutert wird.

1. Gemeinsamer Faktor: 25r2s —20rs2 + 15r2s2="?
In allen Summanden l&sst sich der Faktor 5rs ausklammern:
25125 —20rs2 + 15r2s2 = 5rs - (Sr—4s + 315)
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Rechnen mit Klammern ¢ 21

. Binomische Formel: x2— 18x+81=? x2-18x+81
Wenn eine binomische Formel ver-
wendet werden kann, dann wegen der a2 =x2 b2 =381
drei Summanden und der Vorzeichen
nur die 2. binomische Formel. a2- 2ab+b2

Durch Vergleich mit a2 —2ab +b?

erhilt man x =a und b=9 und somit x2— 18x + 81 = (x—9)2. Die Uberprii-
fung des mittleren Summanden, —2ab=-2-x - 9=-18x, bestitigt die Kor-
rektheit der Umformung.

. 25a%+40a%bc+ 16b%c2 =7 25a% +40a2bc +16b2c2
Da hier die Variablen a und b bereits
verwendet sind, muss die infrage 25a4 =x2 16b2c2 = y2
kommende 1. binomische Formel in
der Form (x+y)2=xz+2xy+y2 ver- x2 + 2xy + y2

wendet werden. Vergleich des ersten

und dritten Summanden ergibt hier 25a% = x2, also x =5a2 bzw. 16b2c2 = y2,
also y=4bc. Somit erhilt man 25a%*+40a2bc + 16b2c2 = (5a2 + 4bc)2. Auch
hier bestitigt die Uberpriifung des mittleren Summanden die Richtigkeit
der Umformung: 2xy =2 - 5a2 - 4bc =40a’bc.

. k*-974=?
Hier kommt nur die 3. binomische Formel in Betracht. Der Vergleich mit
a2—b2 liefert a=k2 und b=23z2 und daher k% —9z% = (k2 + 3z2) - (k2 -322).

. 24 3rs+4s2=9 r2 +3rs+4s2
Der erste und dritte Summand lassen
vermuten, dass durch Vergleich mit r2=a2 452 =b2
der 1. binomischen Formel aus dem
2 2 _
Term a“+ 2ab + b~ sofort a=r und a2 +2ab+b2

b =2s folgt. Leider stimmt aber dann

2ab=2-r-2s=4rs nicht mit dem vorgegebenen mittleren Summanden 3rs
iiberein. Der Term r2 + 3rs + 4s2 lisst sich nicht in ein Produkt verwandeln
(abgesehen von 12+ 3rs +4s2=1 - (12 + 3rs + 4s2) oder #hnlichem).

. Satz des Vieta: x2+7x+12="?
Dieser Term kann in der Form (x + a) - (x + b) faktorisiert werden. Dabei
muss aber a+b=7 und a-b=12 gelten. Dies ist — wenn iiberhaupt — nur

fiir positive Zahlen a und b moglich. Spielt man a b| a+b
die verschiedenen Moglichkeiten fiir a und b 1 12| 13
durch, deren Produkt 12 ergibt, und filtert die- 2 6 8
jenigen Kombinationen heraus, deren Summe 3 4 7
auch noch 7 ergibt (siche Tabelle), dann erhilt 4 3 7
man a=4 und b=3 (oder umgekehrt) und somit 6 2 8
2+ Tx+12=(x+4) - (x+3). 12 1 13
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22 ¢ Rechnen mit Klammern

7. x2-2x-15="?

Auch hier muss zur Umwandlung in ein Produkt der a b| a+b
Form (x +a) - (x + b) mithilfe des Satzes von Vieta 1 |-15| -14
gelten: a+ b=-2 und a-b=-15. Ein Faktor muss 3 5| 2
negativ sein, der andere positiv. Bezeichnet man den 5 -3 2
positiven Faktor mit a, den negativen Faktor mit b 15 -1 14

und spielt man wieder die verschiedenen Moglich-
keiten fiir a und b durch (siehe Tabelle), dann erhilt
man a=3 und b=-5 und

somit x2—2x—15=(x+3)- (x=5).

8. Geeignete Gruppierung:

3+4b+6a+8ab=3+6a+4b+8ab 3+6a=3-(1+2a)
4b +8ab=4b - (1 +2a)

=3-(1+2a)+4b-(1+2a)=3+4b)-(1+2a) Ausklammern des
gemeinsamen Terms
1+2a

Wenn keine der zuvor beschriebenen Faktorisierungen moglich sind, dann ist oft
noch ein Test sinnvoll, ob der Term durch eine quadratische Ergénzung verein-
facht werden kann:

Definition ~ Unter quadratischer Ergianzung versteht man die Addition eines Terms in der
Weise, dass dieser sich mithilfe der binomischen Formeln als Quadrat einer
Summe oder Differenz schreiben lésst.

Beispiele 1. Der Term x2—8x soll quadratisch erginzt werden.
Losung:
Wegen des Minuszeichens muss die 2. binomische Formel verwendet
werden.
(x-p)2=x2-2-p-x+p2 In der 2. binomischen Formel steht das mittlere
II Glied —2px, welches mit —8x verglichen wird.
Hieraus entnimmt man durch Vergleich der
x2—- 8-x beiden Zeilen sofort p=4.
(x— 4)2 =x2-2-4x +p2 Setzt man p =4 in die binomische Formel ein,
II II ﬁ dann erhilt man den gewiinschten quadratisch
ergiinzten Term x2—8x + 16 = (x —4)2

(x-4H2=x2- 8x +16

Der Term x2—8x kann also durch den Summanden +16 quadratisch
erginzt werden: x2—8x + 16 = (x —4)2.
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Rechnen mit Klammern ¢ 23

Damit Lisst sich der Ausgangsterm auch in der Form x2—8x =(x—4)2-16
schreiben. Der Summand 16, der zum Erreichen einer binomischen Formel
dazugefiigt wurde, muss also sofort wieder subtrahiert werden, damit die
Terme dquivalent bleiben.

2. Erginzen Sie z2 +z quadratisch:

Losung:
Hier muss die 1. binomische Formel verwendet werden.
(Z + p)2 = 22 + 2. p-z+ p2 Vergleich der beiden Zeilen liefert

II 2pz=zund damit 2p=1 < pz%
und durch Quadrieren p2 = %.
22+ z

12 _ 2 1
(Z+2) zo+ ozt

Also lasst sich der Ausgangsterm schreiben:
24,- 1y2_1
zc+z=(z+ 2) 4

3. Erginzen Sie den Term quadratisch: 4u%—7u
Losung:

4u?2-Tu=4- |:ll2 - % u:| Faktor 4 ausklammern. Fiir den Klam-
merterm liefert die 2. binomische

Formel p :%. p?= % wird addiert

und sofort wieder subtrahiert.

2 2
=4.|\u?- %u + (%) - (%) :| 2. binomische Formel anwenden

2
=4. |:(u - %) - :l Eckige Klammern ausmultiplizieren

Aufgaben 31. Klammern Sie moglichst viel aus:
a) 18ab—24bc? b) 39r2xy —26rx2y3 + 52rx3y
¢) 24a3b%—36a%b3 + 18a%h* d) 16a+/b +24bv/a

32. Wenden Sie zur Faktorisierung eine binomische Formel an:
a) x2- y2 b) r2—6rs+9s2
c) 4a?+20abc +25b%c? d) x*-10x2+25
e) 10— 12r*+36r2 f) 16a2b*-25a%c?
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24 ¢ Rechnen mit Klammern

33. Priifen Sie, ob sich eine binomische Formel zur Faktorisierung verwenden
lasst. Klammern Sie gegebenenfalls zunéchst einen gemeinsamen Faktor aus.

a) r2—rs+4s? b) 36x0—16x%
c) a3-2a%b+ab? d) 5r2s—30rst+45st2
e) 8a*b2—48a3b +72a2 f) 28r2s4-63t2

34. Wenden Sie den Satz des Vieta zur Faktorisierung an. Klammern Sie gegebe-
nenfalls zunichst einen Faktor aus.

a) x2+3x+2 b) x2+9x+18
¢) y2+10y+9 d) u2-3u-28
e) ut—u2-20 f) z2-14z+48
g) 3a2-3a-36 h) 6p2q—18pq—60q

35. Verwandeln Sie die Summe in ein Produkt, indem Sie geeignet gruppieren:
a) 4+ 16x+9a+36ax b) 12rs—9st+ 16r2—12rt
¢) I+x+x2+x3 d) 14a%b—35ab2—6ab? + 15b3
e) 30a+40b+20c +6ab+8b2 +4bc

36. Faktorisieren Sie die Terme.

a) a?-5a-24 b) x2+20x+ 100

c) 25r2z4-362° d) 2a%-98

e) aZ+8abZ+ 16b* f) 3x2-9xy—54y?

g) 30xy+3x2+75y? h) 8p2z—16pz—120z
i) 3x2+9xy +6y2 j) 7r3-28r2s2 + 28rs*
k) 2p2-28p+96 ) x6-81x2y4

37. Ergénzen Sie den Term quadratisch.
a) x2-6x b) a2+10a
¢) r2+r d) x4-4x2
e) 4a2-4a f) 9x*-18x2
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170 ¢ Lésungen: Rechnen mit Klammern

d)

€)

31. a)
b)
9)
d)

32. a)
b)
c)
d)
e)

33. a)

b)

2x-D*=2x-D2-2x-1D2 =(4x2 -4x+1)-(4x2 —4x+1)
=16x% —16x3 +4x2 —16x3 +16x2 —4x +4x2 —4x +1
=16x4-32x3 +24x2 - 8x +1

(a—5)%=(@-5)2-(a-5)2 =(a2-10a+25)- (a2 —10a+25)
=a%—10a3 +25a2 —10a3 +100a2 —250a + 25a2 —250a + 625
=a%—-20a3 +150a2 —500a + 625

X+ =x+D2 - x+D2 - (x+D)=xZ2+2x+1D) - (x2+2x+1)-(x+1)
= (x4 +2x3 +x2+2x3 +4x2 +2x +x2 +2x +1) - (x +1)

=(x4+4x3 +6x2 +4x+1)-(x+1)

=x3 + x4 +4x4 +4x3 +6x3 +6x2 +4x2 +4x +x+1

=x +5x4 +10x3 +10x2 +5x +1

18ab—24bc? = 6b- (3a —4c?)
39r2xy —26rx 2y3 +52rx3y = 13rxy - (3r — 2xy2 +4x2)
24a3b% —36a4b3 +18a4b* = 6a3b3 - (4b—6a +3ab)

16a+/b +24by/a =8-(2a+/b +3bva)

Unter Ausnutzung von Wurzelregeln lisst sich der Term auch schreiben

als: 16a</b +24ba =8/ab - (2+/a +3/b) (weil 2. B. Vb -va =a-+/b)

x2 - y2 =(x+y)(x—y) 3. binomische Formel
r2 —6rs+9s2 = (I‘—3S)2 2. binomische Formel
4a? +20abc +25b2%c2 = (Qa+ 5bC)2 1. binomische Formel
x4 -10x2 +25=(x2-5)2 2. binomische Formel
r® —12r4 +36r2 = (1‘3 - 6r)2 2. binomische Formel

16a2b4 —25a4c2 = (4ab2 +53.2C) : (4ab2 —5a20) 3. binomische Formel

Auf r2 —rs+4s2 lisst sich keine binomische Formel anwenden (der mitt-
lere Summand miisste —4rs sein).

36x9 —16x4 = (6x3 +4x2)-(6x3 —4x2) 3. binomische Formel
oder alternativ:
36x6 —16x4 =4x4-(9x2 —4) =4x*-(3x-2)-(3x +2)
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34.

35.

¢)
d)
e)

a)

b)

)

d)

e)

g)

h)

a)
b)
)

Lésungen: Rechnen mit Klammern /17

a3 —2a2b+ab2 =a-(a2—-2ab+b2)=a-(a—b)2 2.binomische Formel
5r2s—30rst +45st2 =5s-(r2 —6rt +9t2) =55 - (r - 3t)2

8a*b2 —48a3b+72a2 =8a2-(a2b2 —6ab+9)=8a2-(ab—3)2

28r2s* —63t2 =7-(4r2s* —9t2) =7-(2rs2 +3t) - (2rs2 —3t)

Nach dem Satz von Vieta sind zwei Zahlen zu finden, deren Summe 3
und deren Produkt 2 ist. Dies gilt fiir die Zahlen 1 und 2 (1 +2=3 und

1-2=2), sodass der Term folgendermaBen faktorisiert werden kann:
x2+3x+2=(x+1-(x+2)

Zwei Zahlen mit dem Produkt 18 miissen als Summe 9 ergeben. Dies gilt
fiir die Zahlen 6 und 3: x2 +9x+18=(x+3)-(x+6)

Summe 10, Produkt 9 wird mit den Zahlen 1 und 9 moglich:
y2+10y+9=(y+1)-(y+9)

Eine Zahl muss negativ sein, die andere positiv. Das Produkt —28 und die
Summe -3 wird erreicht von den Zahlen —7 und 4:
uZ2-3u-28=(u-7)-(u+4)

Summe —1 und Produkt —20 mit den Zahlen —5 und 4, sodass sich als
faktorisierter Term u4 —u2 —20=(u2-5)-(u2 +4) ergibt.

Wegen des positiven Produkts 48 und der negativen Summe sind zwei
negative Zahlen zu finden, die das Produkt 48 und die Summe —-14 erge-
ben. Dies gilt fiir —6 und —8, und es folgt: z2 —14z+48=(z—6)-(z—8)

3a2-3a-36=3-(a?2 —a—12) Nach dem Ausklammern des Faktors 3
findet man die Zahlen —4 und 3, die das Produkt —12 und die Summe -1
ergeben. Es folgt: 3a2 —3a—36=3-(a—4)-(a+3)

6p2q—18pq—60q = 6q-(p% —3p—10) Die Summe —3 und das Produkt
—10 ist mit den Zahlen —5 und 2 moglich. Also:

6p2q—18pq—60q = 6q - (p> —=3p—10) =6q-(p—5)-(p+2)
4+16x+9a+36ax=4-(1+4x)+9a-(1+4x)=(4+9a) - (1+4x)
12rs —9st +16r2 —12rt = 3s- (4r —3t) +4r- (4r —3t) = (3s + 4r) - (4r—3t)

1+x+x2+x3=1-1+x)+x2-(1+x)=1+x2)-1+x)
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